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Streszczenie

W geometrycznej teorii grup badamy niesko«czone (ale sko«czenie generowane)
grupy dyskretne patrz¡c na nie jako na obiekty geometryczne, a konkretnie przestrze-
nie metryczne.
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1 Graf Cayleya sko«czenie generowanej grupy

Niech Γ b¦dzie sko«czenie generowan¡ grup¡ i niech S b¦dzie sko«czonym ukªadem gene-
ratorów Γ. B¦dziemy zakªada¢, »e s ∈ S implikuje s−1 ∈ S, oraz »e e (element neutralny
Γ) nie nale»y do S.

Z par¡ (Γ, S) mo»emy zwi¡za¢ funkcj¦ dªugo±ci, t.j. funkcj¦ lS: Γ → Z+ zde�niowan¡
w nast¦puj¡cy sposób: dla x ∈ Γ liczba lS(x) jest najmniejszym takim n, »e istnieje ci¡g
(s1, . . . , sn) elementów zbioru S taki, »e x = s1s2 · · · sn. �atwo sprawdzamy, »e funkcja lS
ma wªasno±ci, które zapewniaj¡, »e

d(x, y) = lS(x−1y)

jest metryk¡ na Γ. W ten sposób Γ (wraz ze sko«czonym zbiorem generatorów S) staje si¦
obiektem geometrycznym.

Innym punktem widzenia opisanej wy»ej operacji jest utworzenie grafu Cayleya dla
pary (Γ, S). Graf ten oznaczamy symbolem G(Γ, S). Jego wierzchoªkami s¡ elementy
grupy Γ, a kraw¦d¹ pomi¦dzy dwoma wierzchoªkami x i y istnieje wtedy i tylko wtedy, gdy
x−1y ∈ S. Ka»d¡ kraw¦d¹ uto»samiamy z odcinkiem [0, 1] z jego standardow¡ metryk¡ i
wprowadzamy metryk¦ dS na caªym gra�e bior¡c za odlegªo±¢ dowolnych dwóch punktów
a i b naszego grafu (niekoniecznie wierzchoªków) dªugo±¢ najkrótszej ª¡cz¡cej je drogi.

Podstawow¡ kwesti¡ staje si¦: jak przestrze« metryczna (Γ, dS) zale»y od wyboru
ukªadu generatorów S? Odpowied¹ nie jest zbyt trudna, ale wymaga wprowadzenia
nast¦puj¡cej de�nicji.

De�nicja 1.1 Niech (X, dX) i (Y, dY ) b¦d¡ przestrzeniami metrycznymi. Odwzorowanie
Φ:X → Y nazywamy quasi-izometri¡, je±li istniej¡ staªe λ > 0 i C ≥ 0 takie, »e dla
dowolnych x1, x2 ∈ X

1
λ
dX(x1, x2)− C ≤ dY (Φ(x1),Φ(x2)) ≤ λdX(x1, x2) + C.

Powiemy, »e przestrzenie (X, dX) i (Y, dY ) s¡ quasi-izometryczne, je±li istnieje staªa D ≥ 0
taka, »e dla dowolnego y ∈ Y istnieje x ∈ X taki, »e dY (Φ(x), y) ≤ D.

Uwaga 1.2 Relacja quasi-izometryczno±ci jest relacj¡ równowa»no±ci. Wynika to natych-
miast z nast¦puj¡cej charakteryzacji: przestrzenie metryczne (X, dX) i (Y, dY ) s¡ quasi-
izometryczne wtedy i tylko wtedy, gdy istniej¡ odwzorowania φ:X → Y , ψ:Y → X oraz
staªe λ > 0, C ≥ 0 takie, »e dla dowolnych x, x′ ∈ X i y, y′ ∈ Y mamy

dY (φ(x), φ(x′)) ≤ λdX(x, x′) + C,

dX(ψ(y), ψ(y′)) ≤ λdY (y, y′) + C,

dY (φ◦ψ(y), y) ≤ C,

dX(x, ψ◦φ(x)) ≤ C.
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Stwierdzenie 1.3 Niech S i S ′ b¦d¡ dwoma sko«czonymi zbiorami generatorów grupy Γ.
Oznaczmy odpowiadaj¡ce im metryki przez d i d′. Wówczas przestrzenie metryczne (Γ, d)
i (Γ, d′) s¡ quasi-izometryczne.

Dowód. Oznaczmy λ1 = max{d′(s, e) : s ∈ S} oraz λ2 = max{d(s′, e) : s′ ∈ S ′} i niech φ
b¦dzie odwzorowaniem identyczno±ciowym Γ → Γ. Akurat tak si¦ skªada, »e φ jest bijekcj¡
i φ−1 = φ, ale oznaczmy mimo wszystko φ−1 przez ψ. Poka»emy, »e dla dowolnych x, y ∈ Γ
mamy

d′(φ(x), φ(y)) ≤ λ1d(x, y),

d(ψ(x), ψ(y)) ≤ λ2d
′(x, y).

Poniewa» metryki pochodz¡ce od funkcji dªugo±ci s¡ lewo niezmiennicze (to znaczy, »e
d(zx, zy) = d(x, y) ∀ x, y, z), a φ i ψ s¡ homomor�zmami, wystarczy pokaza¢, »e

d′(φ(x), e) ≤ λ1d(x, e),

d(ψ(x), e) ≤ λ2d
′(x, e).

(1)

Zajmijmy si¦ pierwsz¡ z tych nierówno±ci. Jest ona tautologi¡ dla x ∈ S∪{e}. Przyjmijmy,
»e jest speªniona dla elementów dªugo±ci n i we¹my x dªugo±ci n+1. Innymi sªowy mo»emy
przedstawi¢ x w postaci sy, gdzie s ∈ S, a y jest zredukowanym sªowem na literach z S,
dªugo±ci n. W tym przypadku d(x, e) = lS(x−1) = lS(x) = n + 1. Zauwa»my, »e skoro
sªowo y jest zredukowane, d(y, e) = lS(y) = n. St¡d

d′(x, e) = d′(sy, e)

≤ d′(s, e) + d′(y, e)

≤ λ1 + d′(y, e)

≤ λ1 + λ1d(y, e)

= λ1(1 + d(y, e))

= λ1(1 + n) = λ1d(x, e)

na mocy zaªo»enia indukcyjnego. Podobnie dowodzimy drugiej z nierówno±ci (1). Je±li
przyjmiemy λ = max{λ1, λ2} i C = 0, to natychmiast widzimy, »e odwzorowania φ i ψ
ustanawiaj¡ quasi-izometri¦ przestrzeni (Γ, d) i (Γ, d′) (por. uwaga 1.2). q.e.d.

Warto jeszcze doprecyzowac relacj¦ pomi¦dzy obiektami (Γ, dS) i G(Γ, S) opisanymi
powy»ej. Przestrze« metryczna (Γ, dS) jest przestrzeni¡ dyskretn¡, natomiast graf Cayleya
G(Γ, S) budujemy wstawiaj¡c (izometrycznie) odcinek [0, 1] w miejsce ka»dej kraw¦dzi.
Jest jasne, »e otrzymujemy w ten sposób przestrze« spójn¡. Zauwa»my, »e odwzorowanie
Φ: Γ ↪→ G(Γ, S) przeprowadzaj¡ce ka»dy x ∈ Γ na odpowiedni wierzchoªek grafu jest
izometrycznym zanu»eniem (a wi¦c oczywi±cie quasi-izometri¡), ale ponadto ustanawia
relacj¦ quasi-izometryczno±ci pomi¦dzy przestrzeniami metrycznymi (Γ, dS) i G(Γ, S) (Φ
speªnia warunki z de�nicji 1.1 ze staªymi λ = 1, C = 0 i D = 1

2
).
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1.1 Przykªady quasi-izometrii

Jest absolutnie jasne, »e przestrzenie izometryczne s¡ quasi-izometryczne oraz, »e quasi-
izometryczno±¢ jest relacj¡ o wiele sªabsz¡. Przykªadowo wszystkie przestrzenie metryczne
o sko«czonej ±rednicy s¡ quasi-izometryczne z przestrzeni¡ jednopunktow¡. Oznaczo to, »e
w geomertycznej teorii grup, grupy sko«czone s¡ obiektami trywialnymi.

Przy próbie wyja±nienia istoty relacji quasi-izometryczno±ci cz¦sto przywoªywany jest
nast¦puj¡cy slogan:

quasi-izometrie uto»samiaj¡ przestrzenie, które wygl¡-
daj¡ tak samo, gdy patrzymy na nie z du»ej odlegªo±ci.

Dobr¡ ilustracj¡ idei, która kryje si¦ za powy»szym sloganem jest porównanie grafów
G(Z, {−1, 1}) i G(Z, {−3,−2, 2, 3}).

Przykªadem quasi-izometrii pomi¦dzy prestrzeniami metrycznymi pochodz¡cymi od
sko«czenie generowanych grup jest homomor�zm grup Φ: Γ1 → Γ2 taki, »e | ker Φ| < ∞ i
[Γ2 : Φ(Γ1)] <∞.

�eby opisa¢ nieco bardziej wyra�nowane przykªady quasi-izometrii wprowadzimy kilka
poj¦¢ zwi¡zanych z przestrzeniami metrycznymi. Niech (X, dX) b¦dzie przestrzeni¡ me-
tryczn¡. Powiemy, »e (X, dX) jest geodezyjna, je±li dla dowolnych x, y ∈ X istnieje izome-
tria f : [0, d(x, y)] → X taka, »e f(0) = x, a f(d(x, y)) = y (nie zakªadamy, »e istnieje
jedyna taka izometria). Teraz niech (dyskretna) grupa Γ dziaªa na przestrzeni X jako
grupa izometrii. Dziaªanie to nazwiemy wªa±ciwym, je±li dla ka»dego zwartego podzbioru
K ⊂ X zbiór {λ ∈ Γ : λK ∩K 6= ∅} jest sko«czony.

Twierdzenie 1.4 Niech X b¦dzie geodezyjn¡ przestrzeni¡ metryczn¡ i niech grupa Γ dziaªa
na X izometriami. Zaªózmy, »e dziaªanie to jest wªa±ciwe. Je±li przestrze« Γ\X jest
zwarta, to Γ jest grup¡ sko«czenie generowan¡ quasi-izometryczn¡ z przestrzeni¡ X.

Wniosek 1.5

(i) Niech Γ b¦dzie sko«czenie generowan¡ grup¡ i niech Γ′ b¦dzie podgrup¡ sko«czonego
indeksu w Γ. Wówczas Γ′ jest sko«czenie generowana i quasi-izometryczna z Γ.

(ii) Niech 1 → Γ′ → Γ → Γ′′ → 1 b¦dzie krótkim ci¡giem dokªadnym grup, w którym
Γ′ jest grup¡ sko«czon¡, a Γ i Γ′′ s¡ sko«czenie generowane. Wówczas grupy Γ i Γ′′ s¡
quasi-izometryczne.

(iii) Niech Γ b¦dzie grup¡ podstawow¡ zamkni¦tej, orientowalnej powierzchni genusu wi¦k-
szego lub równego 2. Wówczas Γ jest quasi-izometryczna z pªaszczyzn¡ hiperboliczn¡ H2.

Dowód. Pierwszy punkt dowodzimy wybieraj¡c sko«czony zbiór generatorów S dla Γ i
rozwa»aj¡c naturalne dziaªanie Γ′ na G(Γ, S).

Podobnie dla dowodu punktu drugiego bierzemy naturalne dziaªanie Γ na G(Γ′′, S ′′),
gdzie S ′′ jest sko«czonym zbiorem generatorów dla Γ′′.
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Dowód punktu trzeciego przebiega podobnie. Wybieramy na powierzchni metryk¦ rie-
mannowsk¡ o staªej krzywi¹nie −1. Wtedy nakryciem uniwersalnym naszej powierzchni
jest H2, Γ dziaªa na H2 i speªnione s¡ pozostaªe zaªo»enia twierdzenia 1.4. q.e.d.

Punkt (iii) powy»ej mo»na oczywi±cie uogólnic w nast¦puj¡cy sposób: niech Γ b¦dzie
grup¡ podstawow¡ zwartej rozmaito±ci riemannowskiej M , wówczas (jako przestrze« me-
tryczna) grupa Γ jest quasi-izometryczna z riemannowskim nakryciem uniwersalnym M .
Teoria rozmaito±ci pozwala zatem stwierdzi¢, »e ka»da grupa o sko«czonej prezentacji jest
quasi-izometryczna z czterowymiarow¡ rozmaito±cia riemannowsk¡.

Niech G b¦dzie spójn¡ grup¡ Liego. Dyskretn¡ podgrup¦ Γ w G nazywamy krat¡, je±li
iloraz Γ\G ma sko«czon¡ miar¦ (pochodz¡c¡ od miaary Haara na G). Krata Γ w G jest
jednostajna, je±li Γ\G jest przestrzeni¡ zwart¡. Z twierdzenia 1.4 mo»emy wywnioskowa¢
równie», »e je±li Γ jest jednostajn¡ krat¡ w G, to Γ jest quasi-izometryczna z G, przy czym
na G rozwa»amy dowoln¡ lewo niezmiennicz¡ metryk¦ riemannowsk¡.

Jak ju» wpomnieli±my, klasy quiasi-izometryczno±ci mog¡ by¢ do±¢ spore. Przykªa-
dowo, dla dowolnej liczby naturalnej k ≥ 2 grupa wolna Fk o k generatorach jest quasi-
izometryczna z grup¡ F2. Wynika to z tego, »e F2 zawiera podgrup¦ sko«czonego indeksu
izomor�czn¡ z Fk.

2 Wzrost grup

Niech Γ b¦dzie sko«czenie generowan¡ grup¡ i niech S = S−1 63 e bedzie sko«czonym
zbiorem generatorów dla Γ. Niech d b¦dzie metryk¡ na Γ, któr¡ poprzednio oznacza-
li±my dS. Zde�niujemy teraz niezmiennik δ(Γ), który nazywamy stopniem wzrostu wielo-
mianowego Γ:

δ(Γ) = lim sup
n→∞

log bS(k)

log k
∈ [0,+∞]

gdzie bS(k) jest liczb¡ elementów kuli {x ∈ Γ : d(x, e) ≤ k} o ±rodku w e i promieniu
k. Je±li T jest innym sko«czonym zbiorem generuj¡cym dla Γ, to bT (k) ≤ bS(λk), gdzie
λ = max{dS(e, t) : t ∈ T}. Wida¢ st¡d, »e δ(Γ) nie zale»y od wyboru zbioru generuj¡cego.

Stwierdzenie 2.1

(i) Je±li Γ jest grup¡ sko«czon¡, to δ(Γ) = 0.

(ii) Je±li Γ jest grup¡ niesko«czon¡, to bS(k + 1) ≥ bS(k) + 1 dla k ≥ 0. St¡d δ(Γ) ≥ 1.

(iii) Je±li Γ′′ jest ilorazem Γ, to δ(Γ′′) ≤ δ(Γ).

(iv) Je±li Γ′ jest sko«czenie generowan¡ podgrup¡ Γ, to δ(Γ′) ≤ δ(Γ).

(v) Je±li 1 → Γ′ → Γ → Γ′′ → 1 jest krótkim ci¡giem dokªadnym sko«czenie generowa-
nych grup, to δ(Γ) ≥ δ(Γ′) + δ(Γ′′). Równo±¢ zachodzi, na przykªad, gdy Γ = Γ′ × Γ′′.

Powiemy, »e grupa Γ ma wzrost wykªadniczy, je±li istniej¡ staªe u > 0, v > 1 takie, »e
bS(k) ≥ uvk dla wszystkich k. Grupy o wzro±cie wykªadniczym dostarczaj¡ przykªadów
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na to, »e nierówno±¢ z punktu (v) stwierdzenia 2.1 jest ostra. Niech α b¦dzie macierz¡
z GL(2,Z) i niech Γ = Z2 oα Z b¦dzie odpowiednim iloczynem póªprostym. Jesli α ma
warto±¢ wªasn¡ o warto±ci bezwzgl¦dnej ±ci±le wi¦kszej od 1, to Γ ma wzrost wykªadniczy,
a wi¦c

∞ = δ(Γ) > 2 + 1 = δ(Z2) + δ(Z).

Nietrudno sprawdzi¢, »e δ(Zn) = n dla wszystkich naturalnych n. Grupy wolne Fk o
k ≥ 2 generatorach maj¡ wzrost wykªadniczy.

Stwierdzenie 2.2 Je±li sko«czenie generowane grupy Γ1 i Γ2 s¡ quasi-izometryczne, to
δ(Γ1) = δ(Γ2).

Dowód. Ustalmy sko«czone zbiory generatorów S1 i S2 dla Γ1 i Γ2 i niech d1 i d2 b¦d¡
odpowiednimi metrykami na Γ1 i Γ2 (tj. w notacji wprowadzonej wcze±niej dj = dSj

dla
j = 1, 2). Dalej niech Φ: Γ1 → Γ2 b¦dzie quasi-izometri¡ przestrzeni metrycznych (Γ1, d1)
i (Γ2, d2) ze staªymi λ, C i D (tak jak w de�nicji 1.1). W szczególno±ci dla dowolnych
x, y ∈ Γ1 mamy

1
λ
d1(x, y)− C ≤ d2(Φ(x),Φ(y)) ≤ λd1(x, y) + C.

Poka»emy, »e δ(Γ1) ≥ δ(Γ2). Niech Bj(k) oznacza kul¦ w Γj (j = 1, 2) o ±rodku w
elemencie neutralnym i promieniu k, a bj(k) niech b¦dzie moc¡ zbioru Bj(k). Poªó»my te»
P = C + d2(Φ(e), e). Je±li z ∈ B1(k), to

d2(Φ(z),Φ(e)) ≤ λk + C.

Zatem Φ(B1(k)) ⊂ B2(λk + P ). Z drugiej strony je±li x, x′ ∈ Γ1 s¡ takie, »e Φ(x) = Φ(x′),
to d1(x, x

′) ≤ λC, czyli przeciwobraz punktu zawiera si¦ w pewnej kuli o promieniu λC.
Mo»emy powy»sze rozwa»ania przeformuªowa¢ tak: wszystkie punkty kuli B1(k) prze-

chodz¡ na punkty kuli B2(λk+P ), przy czym maksymalnie b1(λC) punktów z B1(k) mo»e
przej±¢ na ten sam punkt B2(λk + P ). St¡d dla dowolnego k ≥ 0 mamy

b2(λk + P ) ≥ b1(k)

b1(λC)
.

Co natychmiast dowodzi, »e δ(Γ2) ≥ δ(Γ1). q.e.d.

Oto kilka prostych konsekwencji stwierdzenia 2.2

Wniosek 2.3

(i) Abelowe grupy wolne Zn i Zm s¡ quasi-izometryczne wtedy i tylko wtedy, gdy m = n.

(ii) Abelowa grupa wolna Zn nie mo»e by¢ quasi-izometryczna z nieabelow¡ grup¡ woln¡
Fk dla k ≥ 2.

Niezwykle interesuj¡ce jest nast¦p¡ce twierdzenie Gromova:
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Twierdzenie 2.4 Niech Γ b¦dzie sko«czenie generowan¡ grup¡. Je±li δ(Γ) < ∞, to δ(Γ)
jest liczb¡ caªkowit¡.

Powiemy, »e sko«czenie generowana grupa Γ ma wielomianowy wzrost, je±li jej stopie«
wzrostu wielomianowego jest sko«czony. Innymi sªowy istniej¡ staªe C i p takie, »e bS(k) ≤
Ckp dla pewnego sko«czonego zbioru S generuj¡cego Γ. W twierdzeniu 3.3 zobaczymy, »e
geometryczne cechy takie jak wielomianowy wzrost maj¡ daleko id¡ce konsekwencje dla
algebraicznej struktury grupy.

3 Wªasno±ci geometryczne grup

Niech (W ) b¦dzie jak¡± wªasno±ci¡ sko«czenie generowanych grup. Powiemy, »e (W ) jest
wªasno±ci¡ geometryczn¡, je±li dla dowolnej pary (Γ1,Γ2) quasi-izometrycznych sko«cze-
nie generowanych grup fakt, »e Γ1 ma wªasno±¢ (W ) implikuje, »e Γ2 tak»e j¡ ma. Ba-
nalnym przykªadem wªasno±ci geometrycznej jest wªasno±¢ posiadania sko«czonej liczby
elementów. Wªasno±ci geometrycznych jest jednak du»o wi¦cej i wªa±nie to powoduje, »e
geometryczna teoria grup jest taka ciekawa.

W stwierdzeniu 2.2 wykazali±my, »e wªasno±¢ posiadania wzrostu wielomianowego
równego zadanej staªej, jest wªasno±ci¡ geometryczn¡.

Stwierdzenie 3.1 Posiadanie sko«czonej prezentacji jest wªasno±ci¡ geometryczn¡.

Powiemy, »e grupa Γ ma wirtualnie pewn¡ wªasno±¢ (W ), je±li Γ ma podgrup¦ sko«-
czonego indeksu posiadaj¡c¡ wªasno±¢ (W ). Mo»emy wi¦c mówi¢ o grupach wirtualnie
abelowych, wirtualnie cyklicznych czy, na przykªad, wirtualnie nilpotentnych lub wirtual-
nie policyklicznych.1

Stwierdzenie 3.2

(i) Wirtualna cykliczno±¢ jest wªasno±ci¡ geometryczn¡.

(ii) Wirtualna nilpotentno±¢ jest wªasno±ci¡ geometryczn¡.

(iii) Wirtualna abelowo±¢ jest wªasno±ci¡ geometryczn¡.

W tym miejscu mo»emy zacytowa¢ kolejne twierdzenie Gromova.

Twierdzenie 3.3 Sko«czenie generowana grupa Γ ma wzrost wielomianowy wtedy i tylko
wtedy, gdy jest wirtualnie nilpotentna.

1Grupa Γ jest policykliczna, je±li istnieje ci¡g podgrup

{e} = Γ0 ⊂ Γ1 ⊂ · · · ⊂ ΓN−1 ⊂ ΓN = Γ

takich, »e Γp jest podgrup¡ normaln¡ w Γp+1 (tj. ci¡g ten jest subnormalny) i ilorazy Γp+1/Γp s¡ grupami
cyklicznymi.
Problem czy wirtualna policykliczno±¢ jest wªasno±ci¡ geometryczn¡ jest otwarty.
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Zwró¢my uwag¦ na to, »e wzrost grupy jest poj¦ciem z geometrii metrycznej, natomiast
wirtualna abelowo±¢ jest de�niowana w terminach czysto algebraicznych.

Przejd¹my teraz do wªasno±ci posiadania niezmienniczej ±redniej (po angielsku wªasno±¢
t¦ okre±la si¦ sªowem amenability czyli �podatno±¢�). Grupa Γ posiada ±redni¡, je±li istnieje
funkcjonaª liniowy m: `∞(Γ) → C taki, »e

1. Je±li oznaczymy funkcj¦ staª¡ równ¡ 1 przez I, to m(I) = 1.

2. Dla dowolnej ograniczonej dodatniej funkcji f na Γ mamy m(f) ≥ 0.

3. Dla dowolnej f ∈ `∞(Γ) i dowolnego x ∈ Γ mamy

m(f(x ·)) = m(f).

Istnieje bardzo sprytna charakteryzacja wªasno±ci posiadania ±redniej.

Twierdzenie 3.4 (E. Følner) Grupa Γ posiada ±redni¡ wtedy i tylko wtedy, gdy dla
dowolnego ε > 0 i dowolnego sko«czonego podzbioru K ⊂ Γ istnieje sko«czony i niepusty
podzbiór U ⊂ Γ taki, »e dla ka»dego x ∈ Γ

1
|U | |xU ÷ U | < ε

(przez | · | oznaczamy moc zbioru, a �÷� oznacza róznic¦ symetryczn¡).

Je±li grupa Γ jest sko«czenie generowana, to mo»na t¦ wªasno±¢ przeformuªowa¢ w
sposób �bardziej geometryczny�. Rozwa»my graf Cayleya G(Γ, S) naszej grupy dla pewnego
zbioru generatorów S. Dla dowolnego A ⊂ Γ (pami¦tamy, »e zbiór Γ uto»samiamy ze
zbiorem wierzchoªków grafu) przez ∂A bedziemy rozumie¢ zbiór kraw¦dzi grafu G(Γ, S)
maj¡cych jeden koniec w A, a drugi w Γ\A. Grupa Γ posiada ±redni¡ wtedy i tylko wtedy,
gdy

inf

{
|∂A|
|A|

: ∅ 6= A ⊂ Γ, |A| <∞
}

= 0

Stwierdzenie 3.5 Posiadanie ±redniej jest wªasno±ci¡ geometryczn¡.

4 Grupy hiperboliczne

Niech (X, d) b¦dzie geodezyjn¡ przestrzeni¡ metryczn¡. Odcinkiem geodezyjnym pomi¦dzy
punktami x, y ∈ X nazwiemy obraz izometrycznego odwzorowania f : [0, d(x, y)] → X
takiego, »e f(0) = x i f(d(x, y)) = y. Mimo »e taki odcinek geodezyjny nie jest jedyny,
przyj¦ªo si¦ oznacza¢ go symbolem [x, y]. Trzy odcinki geodezyjne [x0, x1], [x1, x2] i [x2, x0]
tworz¡ trójk¡t geodezyjny ∆:

∆ = [x0, x1] ∪ [x1, x2] ∪ [x2, x0].
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De�nicja 4.1 Niech (X, d) b¦dzie geodezyjn¡ przestrzeni¡ metryczn¡. Powiemy, »e przes-
trze« X jest hiperboliczna, je±li istnieje staªa h ≥ 0 taka, »e dla ka»dego trójk¡ta
geodezyjnego ∆ = [x0, x1] ∪ [x1, x2] ∪ [x2, x0] w X mamy

d(y, [xk, xk+1 mod 3] ∪ [xk+1 mod 3, xk+2 mod 3]) ≤ h

dla ka»dego y ∈ [xk−1 mod 3, xk], k = 0, 1, 2.

Przykªadem przestrzeni hiperbolicznej jest rozmaito±¢ riemannowska o krzywi¹nie
skalarnej ograniczonej z góry przez jak¡± ujemn¡ staª¡, na przykªad pªaszczyzna hiper-
boliczna H2.

Hiperboliczno±¢ jest niezmiennikiem quasi-izometrii. Mówi o tym nast¦puj¡ce twierdze-
nie Gromova:

Twierdzenie 4.2 Niech (X, d) i (X ′, d′) b¦d¡ quasi-izometrycznymi geodezyjnymi przes-
trzeniami metrycznymi. Wówczas przestrze« X jest hiperboliczna wtedy i tylko wtedy, gdy
przestrze« X ′ jest hiperboliczna.

De�nicja 4.3 Sko«czenie generowana grupa Γ jest hiperboliczna, je±li graf Cayleya
G(Γ, S) jest przestrzeni¡ hiperboliczn¡ dla pewnego sko«czonego zbioru generatorów S.

W ±wietle stwierdzenia 1.3, sko«czenie generowana grupa Γ jest hiperboliczna, je±li
G(Γ, S) jest przestrzeni¡ hiperboliczn¡ dla ka»dego sko«czonego zbioru generatowów S.

Grupy sko«czone s¡ hiperboliczne. Na mocy punku (i) stwierdzenia 3.2 sko«czenie
generowane grupy quasi-izometryczne z Z s¡ hiperboliczne. Powy»sze przykªady nazywamy
elementranymi grupami hiperboliczymi.

Grupy wolne s¡ hiperboliczne, jako »e ka»dy trójk¡t w gra�e Cayleya grupy wolnej
jest zdegenerowany (ów graf jest po prostu drzewem). Z punktu (iii) wniosku 1.5 wiemy,
»e grupy podstawowe powierzchni zamkni¦tych genusu ≥ 2 s¡ hiperboliczne. Ogólniej,
grupa podstawowa zwartej rozmaito±ci riemannowskiej o ujemnej krzywi¹nie skalarnej2

jest hiperboliczna. Ponadto iloczyn wolny grup hiperbolicznych jest grup¡ hiperboliczn¡.
Istniej¡ przykªady par Γ0 < Γ takich, »e Γ jest hiperboliczna, a Γ0 sko«czenie genero-

wana (a nawet sko«czenie prezentowalna!), ale Γ0 nie jest hiperboliczna.

4.1 Wªasno±ci grup hiperbolicznych

Twierdzenie 4.4 Niech Γ b¦dzie grup¡ hiperboliczn¡. Wówczas

(i) Γ ma sko«czon¡ prezentacj¦.

2Krywizna: R(X, Y )Z = ∇Y ∇XZ − ∇X∇Y Z + ∇[X,Y ]Z. Niech z1, . . . , zn b¦dzie baz¡ ortonormaln¡
przestrzeni TpM . Krzywizna skalarna w punkcie p dana jest wzorem

K(p) =
1

n(n− 1)

∑
i,j

〈R(zi, zj)zi, zj〉.
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(ii) Γ ma sko«czenie wiele klas sprz¦»ono±ci podgrup sko«czonych.

(iii) Γ nie jest nieskonczon¡ grup¡ torsyjn¡.

(iv) Γ ma sko«czony wymiar kohomologiczny nad liczbami wymiernymi, tj. Hk(Γ,Q) =
{0} dla dostatecznie du»ych k.

(v) Ka»da wirtualnie rozwi¡zalna podgrupa w Γ jest wirtualnie cykliczna.3

(vi) Centralizatory niesko«czonych podgrup cyklicznych w Γ s¡ wirtualnie cykliczne.

Ponadto jesli dane s¡ dwie sko«czenie prezentowalne grupy (wraz z prezentacjami), o
których wiemy, »e s¡ hiperboliczne i beztorsyjne, to mo»na poda¢ algorytm, który po sko«-
czonym czasie pozwala stwierdzi¢ czy grupy te s¡ izomor�czne.

Przykªadem zastosowania pukntu (vi) jest nast¦puj¡ce rozumowanie: niech Γ b¦dzie
grup¡ hiperboliczn¡. Przypu±¢my, »e Z2 jest podgrup¡ w Γ. Wtedy jest ni¡ tak»e nie-
sko«czona grupa cykliczna Z ⊂ Z2 ⊂ Γ. Ale centralizator Z musi zawiera¢ Z2 (bo ta
grupa jest przemienna), a z dugiej strony musi by¢ wirtualnie cykliczny. To jest oczywi±cie
niemo»liwe, a zatem Z2 nie mo»e by¢ podgrup¡ grupy hiperbolicznej.

Niech Γ b¦dzie grup¡ o sko«czonej prezentacji:

Γ = 〈s1, . . . , sn | R1, . . . , Rm〉.
W powy»szym zapisie s1, . . . , sn s¡ generatorami4 grupy wolnej Fn, a R1, . . . , Rm s¡ zre-
dukowanymi sªowami w tej grupie. Grupa Γ powstaje jako iloraz Fn przez najmniejsz¡
podgrup¦ normaln¡ N (R1 . . . , Rm) ⊂ Fn zawieraj¡c¡ sªowa R1, . . . , Rm. Oznaczmy od-
wzorowanie ilorazowe przez π: Fn → Γ. B¦dziemy uto»samia¢ s1, . . . , sn z ich obrazami w
Γ.

Mo»emy utworzy¢ funkcj¦ Dehna, która przyporz¡dkowuje liczbie k ∈ Z+ najmniejsz¡
liczb¦ l ∈ Z+ tak¡, »e ka»de sªowo zredukowane o dªugo±ci nie przekraczaj¡cej k w kerπ ⊂
F(S) daje si¦ zapisa¢ jako produkt l elementów zbioru zawieraj¡cego wszytskie sprz¦»enia
elementów R1, . . . , Rm i ich odwrotno±ci. Oznczmy funkj¦ Dehna przez D: Z+ → Z+. Je±li
D̃ jest funkcj¡ Dehna dla innej sko«czonej prezentacji grupy Γ, to istniej¡ staªe c1, c2 i c3
takie, »e dla wszystkich k ∈ Z+ mamy

D̃(k) ≤ c1D(c2k) + c3k oraz D(k) ≤ c1D̃(c2k) + c3k.

Mo»emy wi¦c mówi¢ o liniowej, kwadratowej, wielomianowej, wykªadniczej,... funkcji
Dehna niezale»nie od wyboru prezentacji.

Sko«czenie prezentowalna grupa Γ jest hiperboliczna wtedy i tylko wtedy, gdy jej
funkcja Dehna jest liniowa oraz wtedy i tylko wtedy, gdy jej funkcja Dehna speªnia

lim
k→∞

k−2D(k) = 0,

czyli jest �subkwadratowa�.
3Grupy (wirtualnie) rozwi¡zalne maj¡ ±redni¡; punkt (v) mo»na uogólni¢ tak»e na podgrupy posiadaj¡ce

±redni¡.
4Dla zbiorów generuj¡cych grupy wolne robimy wyj¡tek od naszej reguªy, »e zbiory generuj¡ce s¡

symetryczne. Pomi¦dzy generatorami grupy wolnej nie ma »adnych relacji, w szczególno±ci si nie jest
elementem odwrotnym do »adnego sj .
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5 Grupy Kazhdana

Grupy Kazhdana nazywmy te» grupami o wªasno±ci (T). Najkrócej wªasno±¢ t¦ mo»na
opisa¢ mówi¡c, »e grupa G ma wªasno±¢ (T), je±li reprezentacja trywialna jest punktem
izolowanym zbioru (klas równowa»no±ci) reprezentacji nieprzywiedlnych w pewnej natural-
nej topologii.5 Opiszemy teraz t¦ wªasno±¢ w sposób bardziej standardowy.

Ustalmy lokalnie zwart¡ grup¦G i niech π b¦dzie unitarn¡ reprezentacj¡G w przestrzeni
Hilberta H. Zawsze b¦dziemy zakªada¢, »e reperzentacje s¡ mocno ci¡gªe i dziaªaj¡ w
o±rodkowych przestrzeniach Hilberta. Powiemy, »e π ma wektor niezmienniczy, je±li istnieje
niezerowy ξ ∈ H taki, »e π(g)ξ = ξ dla wszystkich g ∈ G. Powiemy natomiast, »e π prawie
ma wektory niezmiennicze, je±li dla ka»dego zwartego podzbioru K ⊂ G i ka»dego ε > 0
istnieje niezerowy wektor ξ ∈ H taki, »e

‖π(g)ξ − ξ‖ < ε‖ξ‖

dla wszystkich g ∈ K.

De�nicja 5.1 Niech G b¦dzie grup¡ lokalnie zwart¡. Powiemy, »e G ma wªasno±¢ (T),
je±li dla ka»dej reprezentacji unitarnej π grupy G mamy(

π prawie ma
wektory niezmiennicze

)
=⇒

(
π ma wektor
niezmienniczy

)
.

Mo»na nieco upro±ci¢ t¦ de�nicj¦ dla grup generowanych przez zbiory zwarte:

Stwierdzenie 5.2 Niech G b¦dzie grup¡ lokalnie zwart¡ generowan¡ przez podzbiór zwarty
K ⊂ G. Je±li istnieje liczba ε > 0 taka, »e dla dowolnej nieprzywiedlnej reprezentacji π
grupy G dziaªaj¡cej w przestrzeni Hilberta Hπ mamy ∃ ξ ∈ Hπ, ‖ξ‖ = 1,

sup
g∈K

‖π(g)ξ − ξ‖ < ε

 =⇒
(
π jest reprezentacj¡ trywialn¡

)
,

to G ma wªasno±¢ (T).

5Topologi¦ t¦ nazywamy topologi¡ Fella. Wprowadza si¦ j¡ na zbiorze G̃ klas równowa»no±ci reprezen-
tacji unitarnych G. Baz¦ otocze« (klasy) reprezentacji π stanowi¡ zbiory V (π,K, ε, ξ1, . . . , ξn), gdzie K
jest zwartym podzbiorem G, ε > 0, a ξ1, . . . , ξn jest ukªadem ortonormalnym w przestrzeni Hilberta Hπ,
w której dziaªa reprezentacja π. Zbiór V (π,K, ε, ξ1, . . . , ξn) skªada si¦ z tych reprezentacji σ, dla których
istnieje ukªad ortonormalny η1, . . . , ηn w przestrzeni Hσ taki, »e

sup
g∈K

∣∣(ηk σ(g) ηl)− (ξk π(g) ξl)
∣∣ < ε

dla k, l = 1, . . . , n. Zbiór Ĝ klas reprezentacji nieprzywiedlnych jest podzbiorem G̃ i rozwa»amy na nim
topologi¦ odziedziczon¡ z G̃. Grupa G ma wªasno±¢ (T) wtedy i tylko wtedy, gdy jednowymiarowa reprezen-

tacja trywialna jest punktem izolowanym przestrzeni Ĝ.
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Tak wi¦c od razu widzimy, »e grupy zwarte (a wi¦c i sko«czone) s¡ grupami Kazhdana.6

Z drugiej strony mamy

Stwierdzenie 5.3 Niech G b¦dzie grup¡ lokalnie zwart¡.7 Nast¦puj¡ce warunki s¡ równo-
wa»ne:

(i) G jest zwarta.

(ii) G ma ±redni¡ i wªasno±¢ (T).

Dowód. Implikacja (i) ⇒ (ii) jest trywialna. Z drugiej strony, je±li G ma ±redni¡, to
reprezentacja regularna λG prawie ma wektory niezmiennicze (to nie jest zbyt trudne).
Dalej, je±li G na wªasno±¢ (T), to λG musi mie¢ wektor niezmienniczy. Nietrudno si¦
przekona¢, »e musi to by¢ funkcja staªa. Ale wtedy miara Haara na G musi by¢ sko«czona
(bo funkcja staªa nale»y do L2(G)), a co za tym idzie G jest zwarta. q.e.d.

Innymi sªowy grupy o wªasno±ci (T) s¡ �przeciwie«stwem� grup ze ±redni¡, z dokªad-
no±ci¡ do grup zwartych.

Grupy Kazhdana s¡ �bardzo nieprzemienne�. Oto kilka prostych wªasno±ci takich grup:

Twierdzenie 5.4 Niech G b¦dzie grup¡ Kazhdana. Wówczas

(i) Je±li Φ:G→ H jest homomor�zmem, to podgrupa Φ(G) w H jest grup¡ Kazhdana.

(ii) Ka»dy iloraz G ma wªasno±¢ (T).

(iii) Ka»dy homomor�zm z G w grup¦ posiadaj¡c¡ ±redni¡ ma relatywnie zwarty obraz.

(iv) G jest unimodularna.

(v) Grupa abelowa G
/

[G,G] jest zwarta.

Wiadomo równie», »e ka»da grupa Kazhdana jest generowana przez zwarty podzbiór
(por. stwierdzenie 5.2), co w przypadku grup dyskretnych oznacza, »e s¡ one sko«czenie
generowane.

Przykªadami grup Kazhdana s¡ SL(n,R) dla n ≥ 3 i ogólniej SL(n,K) gdzie K jest
ciaªem lokalnym.8 Wªasno±¢ (T) maj¡ te» grupy symplektyczne Sp(n,K) dla n ≥ 2. Grupa
SL(2,K) = Sp(2,K) nie ma wªasno±ci (T). Mo»na pokaza¢, »e proste spójne grupy Liego
rzeczywistej rangi ≥ 2 maj¡ wªasno±¢ (T).

Trudniej jest znale¹¢ przykªady dyskretnych grup Kazhdana. Grupy wolne Fn nie
maj¡ wªasno±ci (T). Ponadto je±li dyskretna grupa Γ ma wªasno±¢ (T), to nie mo»na
jej przedstawi¢ jako iloczyn wolny z amalgamacj¡ A ∗C B gdzie A, B i C s¡ grupami
sko«czonymi. Oznacza to, na przykªad, »e SL(2,Z) = Z4 ∗Z2 Z6 nie ma wªasno±ci (T).
Nast¦puj¡ce twierdzenie pozwala jednak znajdowa¢ wiele przykªadów dyskretnych grup
Kazhdana:

6Grupa dwoista do grupy zwartej (by¢ mo»e kwantowa) jest dyskretna!
7Wªasno±¢ (T) mo»na zde�niowa¢ równie» dla grup, które nie s¡ lokalnie zwarte. Stwierdzenie 5.3 nie

jest wówczas prawdziwe.
8Ciaªo lokalne jest to lokalnie zwarte (ale nie dyskretne) ciaªo, którego topologia pochodzi od �warto±ci

bezwzgl¦dnej�.
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Twierdzenie 5.5 Niech G b¦dzie grup¡ Kazhdana i niech H b¦dzie domkni¦t¡ podgrup¡ w
G tak¡, »e G/H ma sko«czon¡ miar¦ (pochodz¡cz¡ od miary Haara na G). Wówczas H
jest grup¡ Kazhdana.

Wniosek 5.6 Niech G b¦dzie grup¡ Kazhdana i niech Γ b¦dzie krat¡ w G. Wówczas Γ jest
grup¡ Kazhdana.

Uwaga 5.7 W najnowszej ksi¡»ce Bekki, de la Harpe'a i Valette o wªasno±ci (T) mo»na
przeczyta¢, »e nie jest ona wªasno±ci¡ geometryczn¡.

5.1 Ciekawe zastosowanie

Badanie grup o wªasno±ci (T) okazaªo si¦ pomocne w rozwi¡zaniu problemu postawienego
w latach dwudziestych. Wiadomo, »e znormalizowana miara Lebesgue'a na sferach Sn−1

(n ≥ 2) jest jedyn¡ miar¡ niezmiennizcz¡ dla naturalnego dziaªania SO(n). Czy jest ona
jednak jedyna po±ród funkcji ϕ zde�niowanych na σ-algebrze L zbiorów mierzalnych w
sensie Lebesgue'a i maj¡cych nast¦puj¡ce wªasno±ci:

1. ϕ(B) = 0 je±li B jest zbiorem miary Lebesgue'a zero.

2. ϕ(Sn−1) = 1.

3. ϕ(B1 ∪B2) = ϕ(B1) + ϕ(B2) dla dowolnych rozª¡cznych B1, B2 ∈ L.

Funkcje takie nazywa si¦ czasem �±rednimi� lub �miarami sko«czenie addytywnymi�. S¡ one
w bijekcji ze stanami algebry L∞(Sn−1) (niekoniecznie normalnymi). Pytanie o istnienie
ϕ innych ni» miara Lebesgue's sprowadza si¦ wi¦c do pytania o istnienie niezmienniczych
stanów na L∞(Sn−1) innych ni» caªkowanie wzgl¦dem znormalizowanej miary Lebesgue'a.

Dla n = 2 odpowiedzi na powy»sze pytanie udzieliª Stefan Banach w 1932 roku pokazu-
j¡c, »e istniej¡ inne niezmiennicze ±rednie. Na pocz¡tku lat osiemdziesi¡tych dwudziestego
wieku kilku autorów niezale»nie udowodniªo nast¦puj¡ce twierdzenie:

Twierdzenie 5.8 (Rosenblatt, Margulis, Sullivan) Dla n ≥ 5 miara Lebesgue'a jest
jedyn¡ ±redni¡ na Sn−1 niezmiennicz¡ dla dziaªania SO(n).

Dowód tego twierdzenia opiera si¦ na dwóch faktach. Po pierwsze, dla n ≥ 5 istnieje
przeliczalna g¦sta podgrupa Γ w SO(n), która ma wªasno±¢ (T). Po drugie, je±li istnieje
±rednia inna ni» miara Lebesgue'a, to podgrupa ta prawie ma wektory niezmiennicze w
naturalnej reprezentacji w podprzestrzeni L2(Sn−1) ortogonalnej do funkcji staªych.

Rezultat ten doczekaª si¦ bardzo ciekawych uogólnie« mi¦dzy innymi w pracy Connesa
i Weissa mo»na znale¹¢ twierdzenie mówi¡ce, »e nast¦puj¡ce warunki s¡ równowa»ne dla
przeliczalnej grupy G:

1. G ma wªasno±¢ (T ).

13



2. Dla ka»dego ergodycznego i zachowuj¡cego miar¦ dziaªania G na bezatomowej
przestrzeni probabilistycznej istnieje dokªadnie jedna niezmiennicza ±rednia.

Stosuj¡c wyra�nowane techniki teorii grup Kazhdana, Margulis udowodniª równie» je-
dyno±¢ ±redniej na Sn−1 niezmienniczej dla dziaªania SO(n) dla n = 3 i n = 4.

6 Grupy losowe

Mówi¡c �grupy losowe� mamay tak na prawd¦ na my±li �losowe prezentacje grup�. Intere-
sowa¢ nas b¦d¡ wi¦c prezentacje postaci

Γ = 〈s1, . . . , sn | R1, . . . , Rk〉, (2)

gdzie s1, . . . , sn s¡ generatorami grupy wolnej Fn, a R1, . . . , Rk relacjami, czyli sªowami
w Fn (zawsze b¦dziemy zakªada¢, »e relacje s¡ sªowami zredukowanymi). Grupa Γ jest z
de�nicji ilorazem grupy wolnej Fn przez najmniejsz¡ podgrup¦ normaln¡ N (R1, . . . , Rn) ⊂
Fn zawieraj¡c¡ relacje R1, . . . , Rn. Elementy s1, . . . , sn identy�kujemy z ich obrazami w Γ i
nazywamy generatorami grupy Γ. Losowa prezentacja jest to, najogólniej, taka prezentacja,
w której dane n, k oraz sªowa R1, . . . , Rk s¡ losowe.

Oczywi±cie nie mo»na zbyt wiele powiedzie¢ o grupie zadanej tak¡ prezentacj¡ bez
nakªadania dodatkowych warunków na dane. Mo»na na przykªad ustali¢ n lub k, albo
dªugo±¢ sªów R1, . . . , Rk. Taki zestaw warunków zadaje model, którym si¦ zajmujemy.

Dla przykªadu rozwa»my nast¦puj¡cy model: ustalmy liczb¦ d ∈ [0, 1] i niech P (n, d)
b¦dzie zbiorem wszystkich prezentacji postaci (2) takich, »e istnieje staªa C ≥ 1 taka, »e

(2n− 1)3d

C
≤ k ≤ C(2n− 1)3d

(gdzie k jest liczb¡ relacji) i wszystkie relacje maj¡ dªugo±¢ 3. Je±li b¦dziemy teraz powi¦-
ksza¢ liczb¦ generatorów n, to w zale»no±ci od wyboru d mo»emy otrzyma¢ grupy dwóch
rodzajów. Je±li d > 1

2
, to

lim
n→∞

] {P ∈ P (n, d) : P de�niuje grup¦ trywialn¡}
]P (n, d)

= 1.

Je±li d < 1
2
, to

lim
n→∞

] {P ∈ P (n, d) : P de�niuje niesko«czon¡ grup¦ hiperboliczn¡}
]P (n, d)

= 1.

Innymi sªowy, gdy zwi¦kszamy liczb¦ generatorów i d < 1
2
, to z prawdopodobie«stwem 1

otrzymamay niesko«czon¡ grup¦ hiperboliczn¡. Je±li d > 1
2
, to z prawdopodobie«stwem 1

otrzymamay grup¦ trywialn¡.
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Na koniec omówimy model, w którym ustalamy liczb¦ generatorów n. Podobnie jak
wcze±niej ustalamy tak»e parametr d ∈ [0, 1]. Oznaczamy przez P (n, d, l) zbiór wszystkich
prezentacji takich, »e istnieje staªa C ≥ 1 taka, »e liczba relacji k speªnia

(2n− 1)dl

C
≤ k ≤ C(2n− 1)dl,

a dªugo±¢ wszystkich sªów R1, . . . , Rk jest równa l. Tym razem zamiast zwi¦ksza¢ liczb¦
generatorów naszej grupy losowej, b¦dziemy zwi¦ksza¢ dªugo±¢ relacji.

Twierdzenie 6.1 (Gromov) Je±li d > 1
2
, to

lim
l→∞

] {P ∈ P (n, d, l) : P de�niuje grup¦ trywialn¡ lub Z2}
]P (n, d, l)

= 1.

Je±li d < 1
2
, to

lim
l→∞

] {P ∈ P (n, d, l) : P de�niuje niesko«czon¡ grup¦ hiperboliczn¡}
]P (n, d, l)

= 1.

Powy»sze twierdzenie zostaªo niedawno uzupeªnione w nast¦puj¡cy sposób:

Twierdzenie 6.2 (Andrzej �uk) Je±li d > 1
3
, to

lim
l→∞

] {P ∈ P (n, d, l) : P de�niuje grup¦ Kazhdana}
]P (n, d, l)

= 1.

Powy»sze twierdzenia mo»na traktowa¢ jako argument za tym, »e grup hiperbolicznych
i Kazhdana jest pod dostatkiem. W szczególno±ci dla 1

3
< d < 1

2
, z prawdopodobie«stwem

1 otrzymamy niesko«czon¡ grup¦ hiperboliczn¡ o wªasno±ci (T).
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