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Streszczenie

W geometrycznej teorii grup badamy nieskonczone (ale skoriczenie generowane)
grupy dyskretne patrzac na nie jako na obiekty geometryczne, a konkretnie przestrze-
nie metryczne.
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1 Graf Cayleya skonczenie generowanej grupy

Niech I' bedzie skonczenie generowang grupg i niech S bedzie skoniczonym ukladem gene-
ratorow I'. Bedziemy zaklada¢, ze s € S implikuje s™! € S, oraz ze e (element neutralny
') nie nalezy do S.

Z para (I, S) mozemy zwiaza¢ funkcje diugosci, t.j. funkcje ls:T' — Z, zdefiniowana
w nastepujacy sposob: dla x € T liczba lg(z) jest najmniejszym takim n, ze istnieje ciagg
(s1,...,8,) elementéw zbioru S taki, ze z = s185- - $,. Latwo sprawdzamy, ze funkcja [g
ma wlasnosci, ktére zapewniaja, ze

d(z,y) = ls(z™'y)

jest metryka na I'. W ten sposob I' (wraz ze skoniczonym zbiorem generatorow S) staje sie
obiektem geometrycznym.

Innym punktem widzenia opisanej wyzej operacji jest utworzenie grafu Cayleya dla
pary (I',S). Graf ten oznaczamy symbolem G(I',S). Jego wierzchotkami sa elementy
grupy I', a krawedz pomiedzy dwoma wierzchotkami x i y istnieje wtedy i tylko wtedy, gdy
r7ly € S. Kazda krawedz utozsamiamy z odcinkiem [0,1] z jego standardowa metryka i
wprowadzamy metryke dg na catym grafie biorac za odleglos¢ dowolnych dwoch punktow
a i b naszego grafu (niekoniecznie wierzchotkow) dlugosé najkrotszej taczacej je drogi.

Podstawowa kwestia staje sie: jak przestrzen metryczna (I',dg) zalezy od wyboru
uktadu generatorow S7 OdpowiedZ nie jest zbyt trudna, ale wymaga wprowadzenia
nastepujacej definicji.

Definicja 1.1 Niech (X,dx) i (Y,dy) bedq przestrzeniami metrycznymi. Odwzorowanie
®: X — Y nazywamy quasi-izometria, jesli istniejq state X > 0 1 C' > 0 takie, ze dla
dowolnych x1, x5 € X

%dx(l’l,l’g) - C < dy(q)(.rl), <I>(x2)) < )\dx(l’l,l’g) + C.

Powiemy, ze przestrzenie (X,dx) i (Y, dy) sq¢ quasi-izometryczne, jesli istnieje stata D > 0
taka, ze dla dowolnego y € Y istnieje x € X taki, Ze dy (®(z),y) < D.

Uwaga 1.2 Relacja quasi-izometrycznosci jest relacja rownowaznosci. Wynika to natych-
miast z nastepujacej charakteryzacji: przestrzenie metryczne (X,dx) i (Y,dy) sa quasi-
izometryczne wtedy i tylko wtedy, gdy istnieja odwzorowania ¢: X — Y, ¢:Y — X oraz
state A > 0, C' > 0 takie, ze dla dowolnych z, 2’ € X i y,y € Y mamy

dy (¢(x), ¢(z')) < Adx(z,2") + C,

dx ((y), (y')) < My (y,y') + C,
dy (¢ov(y),y) < C,
dx(w,op(r)) <C.
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Stwierdzenie 1.3 Niech S i S’ bedg dwoma skoriczonymi zbiorami generatoréw grupy I.
Oznaczmy odpowiadajgce im metryki przez d i d'. Wdwczas przestrzenie metryczne (I, d)
i (I',d') sq quasi-izometryczne.

DowOD. Oznaczmy A\; = max{d'(s,e) : s € S} oraz Ay = max{d(s’,e) : s’ € S’} i niech ¢
bedzie odwzorowaniem identyczno$ciowym I' — I'. Akurat tak sie sktada, ze ¢ jest bijekcja
i =1 = ¢, ale oznaczmy mimo wszystko ¢! przez 1. Pokazemy, ze dla dowolnych x,y € T’
mamy

dl(¢(‘r)7 (b(y)) < )\1d(l‘, y)7

Poniewaz metryki pochodzace od funkcji dlugosci sa lewo niezmiennicze (to znaczy, ze
d(zzx, zy) = d(z,y) YV x,y, 2), a ¢ i 1 sa homomorfizmami, wystarczy pokazaé, ze

d’(gb(m),e) < /\1d(ZL‘7€), (1)
d((x),e) < Xod'(z,€).

Zajmijmy sie pierwsza z tych nieréwnosci. Jest ona tautologia dla x € SU{e}. Przyjmijmy,
ze jest spelniona dla elementow dhugosci n i wezmy x dtugosci n+1. Innymi stowy mozemy
przedstawi¢ x w postaci sy, gdzie s € S, a y jest zredukowanym stowem na literach z 5,
dtugosci n. W tym przypadku d(z,e) = lg(z7!) = lg(x) = n + 1. Zauwazmy, ze skoro
stowo y jest zredukowane, d(y,e) = ls(y) = n. Stad

d(z,e) =d(sy,e)
<d(s,e)+d(y,e)
<M +d(y,e)
< A1+ Aid(y, e)

M(1+d(y,e))
AM(14+n) = \d(x,e)

na mocy zalozenia indukcyjnego. Podobnie dowodzimy drugiej z nieréwnosci (1). Jesli
przyjmiemy A = max{\;, A2} i C' = 0, to natychmiast widzimy, ze odwzorowania ¢ i ¢
ustanawiaja quasi-izometrie przestrzeni (I',d) i (I',d') (por. uwaga 1.2). Q.E.D.

Warto jeszcze doprecyzowac relacje pomiedzy obiektami (I',dg) i G(T', S) opisanymi
powyzej. Przestrzen metryczna (I, dg) jest przestrzenia dyskretna, natomiast graf Cayleya
G(I',S) budujemy wstawiajac (izometrycznie) odcinek [0,1] w miejsce kazdej krawedzi.
Jest jasne, ze otrzymujemy w ten sposob przestrzen spdjng. Zauwazmy, ze odwzorowanie
¢: ' — G(I',S) przeprowadzajace kazdy x € T' na odpowiedni wierzcholek grafu jest
izometrycznym zanuzeniem (a wiec oczywiscie quasi-izometrig), ale ponadto ustanawia
relacje quasi-izometrycznosci pomiedzy przestrzeniami metrycznymi (', dg) i G(T',S) (®
spetnia warunki z definicji 1.1 ze stalymi A=1, C=0i D = %)



1.1 Przyklady quasi-izometrii

Jest absolutnie jasne, ze przestrzenie izometryczne sa quasi-izometryczne oraz, ze quasi-
izometryczno$¢ jest relacja o wiele stabsza. Przyktadowo wszystkie przestrzenie metryczne
o skoriczonej Srednicy sg quasi-izometryczne z przestrzenia jednopunktowa. Oznaczo to, ze
w geomertycznej teorii grup, grupy skonczone sa obiektami trywialnymi.

Przy probie wyjasnienia istoty relacji quasi-izometrycznosci czesto przywolywany jest
nastepujacy slogan:

quasi-izometrie utozsamiajq przestrzenie, ktore wyglg-
dajg tak samo, gdy patrzymy na nie z duzej odlegtosci.

Dobra ilustracja idei, ktora kryje sie za powyzszym sloganem jest poréwnanie grafow
G(Z,{-1,1}) i G(Z,{-3,-2,2,3}).

Przyktadem quasi-izometrii pomiedzy prestrzeniami metrycznymi pochodzacymi od
skoriczenie generowanych grup jest homomorfizm grup ®:T'; — T’y taki, ze |ker ®| < oo i
[FQ Z' @(Fl)] < OQ.

Zeby opisaé¢ nieco bardziej wyrafinowane przyktady quasi-izometrii wprowadzimy kilka
poje¢ zwiazanych z przestrzeniami metrycznymi. Niech (X, dx) bedzie przestrzenia me-
tryczna. Powiemy, ze (X, dx) jest geodezyjna, jesli dla dowolnych z,y € X istnieje izome-
tria f:[0,d(z,y)] — X taka, ze f(0) = =z, a f(d(z,y)) = y (nie zakladamy, ze istnieje
jedyna taka izometria). Teraz niech (dyskretna) grupa T' dziala na przestrzeni X jako
grupa izometrii. Dziatanie to nazwiemy wlasciwym, jesli dla kazdego zwartego podzbioru
K C X zbior {\ € T': AK N K # (} jest skoriczony.

Twierdzenie 1.4 Niech X bedzie geodezyjng przestrzeniq metryczng i niech grupa I dziata
na X izometriami. Zaldzmy, Ze dziatanie to jest wtasciwe. Jesli przestrzen I'\X jest
zwarta, to I' jest grupq skoniczenie generowang quasi-izometryczng z przestrzenig X .

‘Whiosek 1.5

(i) Niech T bedzie skoriczenie generowang grupg i niech I bedzie podgrupg skoriczonego
indeksu w I'. Wowczas I jest skoriczenie generowana i quasi-izometryczna z .

(i1) Niech 1 — T — T' — T” — 1 bedzie krétkim ciggiem doktadnym grup, w ktérym
[ jest grupg skoviczong, a T' i T sq skoniczenie generowane. Wowczas grupy T' i T sq
quasi-izometryczne.

(#ii) Niech T bedzie grupg podstawowq zamknietej, orientowalnej powierzchni genusu wiek-
szego lub réwnego 2. Wowczas T jest quasi-izometryczna z plaszezyzng hiperbolicang H2.

DoOwOD. Pierwszy punkt dowodzimy wybierajac skonczony zbiér generatoréow S dla I' i
rozwazajac naturalne dziatanie IV na G(I', ).

Podobnie dla dowodu punktu drugiego bierzemy naturalne dziatanie I' na G(I'”,S”),
gdzie S” jest skoriczonym zbiorem generatorow dla I'.



Dowo6d punktu trzeciego przebiega podobnie. Wybieramy na powierzchni metryke rie-
mannowska o statej krzywiznie —1. Wtedy nakryciem uniwersalnym naszej powierzchni
jest H2, I' dziala na H? i spelnione sg pozostale zalozenia twierdzenia 1.4. Q.E.D.

Punkt (#7) powyzej mozna oczywiscie uogolnic w nastepujacy sposob: niech T' bedzie
grupa podstawowa zwartej rozmaitosci riemannowskiej M, wowczas (jako przestrzen me-
tryczna) grupa I jest quasi-izometryczna z riemannowskim nakryciem uniwersalnym M.
Teoria rozmaitosci pozwala zatem stwierdzi¢, ze kazda grupa o skoriczonej prezentacji jest
quasi-izometryczna z czterowymiarowa rozmaitoscia riemannowska.

Niech G bedzie spojna grupa Liego. Dyskretna podgrupe I' w G nazywamy kratg, jesli
iloraz I'\G ma skoniczong miare (pochodzaca od miaary Haara na G). Krata I' w G jest
jednostajna, jesli I'\G jest przestrzenia zwarta. Z twierdzenia 1.4 mozemy wywnioskowaé
rowniez, ze jesli I" jest jednostajng krata w G, to I' jest quasi-izometryczna z G, przy czym
na G rozwazamy dowolna lewo niezmiennicza metryke riemannowska.

Jak juz wpomnieliémy, klasy quiasi-izometrycznosci moga by¢ dos¢ spore. Przykla-
dowo, dla dowolnej liczby naturalnej £ > 2 grupa wolna Fj o k generatorach jest quasi-
izometryczna z grupa Fo. Wynika to z tego, ze Fy zawiera podgrupe skoniczonego indeksu
izomorficzng z Fy.

2  Wzrost grup

Niech T" bedzie skoficzenie generowang grupa i niech S = S™! Z e bedzie skoriczonym
zbiorem generatoréw dla I'. Niech d bedzie metryka na I', ktéra poprzednio oznacza-
lismy dg. Zdefiniujemy teraz niezmiennik §(I"), ktory nazywamy stopniem wzrostu wielo-
mianowego 1

€ [0, +o0]
gdzie bg(k) jest liczba elementow kuli {z € I' : d(x,e) < k} o érodku w e i promieniu

k. Jesli T jest innym skoriczonym zbiorem generujacym dla ', to br(k) < bg(A\k), gdzie
A =max{dg(e,t) : t € T}. Widac stad, ze §(I") nie zalezy od wyboru zbioru generujacego.

Stwierdzenie 2.1

(i) Jesli T jest grupq skoriczong, to 6(I') = 0.

(i1) Jesli T jest grupg nieskoriczong, to bg(k+1) > bg(k)+1 dla k > 0. Sted 6(I') > 1.
(#ii) Jesli T jest ilorazem T, to 6(I') < §(T).

(iv) Jesli " jest skoticzenie generowang podgrupg T, to 6(I") < §(T').

(v) Jeslil - TV - T — I — 1 jest krotkim ciggiem doktadnym skoriczenie generowa-

nych grup, to 6(I') > §(I") + 0(I'"). Rownosé zachodzi, na przyktad, gdy I' =T" x I'".

Powiemy, ze grupa I' ma wzrost wyktadniczy, jesli istnieja state u > 0, v > 1 takie, ze
bs(k) > uv® dla wszystkich k. Grupy o wzroscie wykladniczym dostarczaja przyktadow



na to, ze nierébwnos¢ z punktu (v) stwierdzenia 2.1 jest ostra. Niech « bedzie macierza
z GL(2,Z) i niech T' = Z* x,, Z bedzie odpowiednim iloczynem potprostym. Jesli a ma
warto$¢ wlasng o wartosci bezwzglednej Scisle wiekszej od 1, to I' ma wzrost wyktadniczy,
a wiec

00 =0(I) >2+1=6(Z% + (7).

Nietrudno sprawdzi¢, ze 6(Z™) = n dla wszystkich naturalnych n. Grupy wolne Fy o
k > 2 generatorach majg wzrost wyktadniczy.

Stwierdzenie 2.2 Jesli skoriczenie generowane grupy 'y i I's sq quasi-izometryczne, to

5(Iy) = 8(T').

DowoOD. Ustalmy skoriczone zbiory generatoréw Sy i So dla I'y i I's i niech dy i ds beda
odpowiednimi metrykami na I'; i I'y (tj. w notacji wprowadzonej wezedniej d; = dg, dla
j = 1,2). Dalej niech ®:T'; — I'y bedzie quasi-izometria przestrzeni metrycznych (I'y, d;)
i ([y,dy) ze stalymi A\, C'i D (tak jak w definicji 1.1). W szczegolnoscei dla dowolnych
z,y € I'y mamy

3di(z,y) = C < do(®(2), D(y)) < Aa(z,y) + C.

Pokazemy, ze §(I'y) > 6(I'y). Niech Bj(k) oznacza kule w I'; (j =
elemencie neutralnym i promieniu &, a b;(k) niech bedzie moca zbioru B,
P =C+dy(®(e),e). Jesli z € By(k), to

1,2) o $rodku w
(k). Polozmy tez

da(P(z), P(e)) < Nk + C.

Zatem ®(B;(k)) C By(Mk + P). Z drugiej strony jesli z, z’ € T'; sa takie, ze ®(x) = &(2'),
to di(x,z") < AC, czyli przeciwobraz punktu zawiera si¢ w pewnej kuli o promieniu \C.

Mozemy powyzsze rozwazania przeformulowaé tak: wszystkie punkty kuli By (k) prze-
chodza na punkty kuli By(Ak+ P), przy czym maksymalnie by (AC') punktow z By (k) moze
przej$é na ten sam punkt Bo(Ak 4+ P). Stad dla dowolnego k& > 0 mamy

bi(k)
bi(AC)

ba(Ak + P) >
Co natychmiast dowodzi, ze 6(I'y) > 6(I'y). Q.E.D.

Oto kilka prostych konsekwencji stwierdzenia 2.2

‘Whiosek 2.3

(i) Abelowe grupy wolne Z" i Z™ sq quasi-izomelryczne wtedy i tylko wtedy, gdy m = n.

(i) Abelowa grupa wolna 7" nie moze byé quasi-izometryczna z nieabelowq grupg wolng
Fyr dla k > 2.

Niezwykle interesujace jest nastepace twierdzenie Gromova:



Twierdzenie 2.4 Niech ' bedzie skoniczenie generowanqg grupg. Jesli 6(I') < oo, to 6(T)
jest liczbg catkowitq.

Powiemy, ze skonczenie generowana grupa I' ma wielomianowy wzrost, jesli jej stopien
wzrostu wielomianowego jest skoriczony. Innymi stowy istnieja state C'i p takie, ze bg(k) <
CkP dla pewnego skoriczonego zbioru S generujacego I'. W twierdzeniu 3.3 zobaczymy, ze
geometryczne cechy takie jak wielomianowy wzrost majg daleko idace konsekwencje dla
algebraicznej struktury grupy.

3 Wlasno$ci geometryczne grup

Niech (W) bedzie jakas wlasnoscia skoriczenie generowanych grup. Powiemy, ze (W) jest
wtasnodcig geometryczng, jesli dla dowolnej pary (I'y,I'y) quasi-izometrycznych skoricze-
nie generowanych grup fakt, ze I'; ma wtasnos¢ (W) implikuje, ze 'y takze ja ma. Ba-
nalnym przykladem wlasnosci geometrycznej jest wlasno$é posiadania skoriczonej liczby
elementow. Wlasnosci geometrycznych jest jednak duzo wiecej i wlasnie to powoduje, ze
geometryczna teoria grup jest taka ciekawa.

W stwierdzeniu 2.2 wykazaliSmy, ze wtasno$¢ posiadania wzrostu wielomianowego
rownego zadanej stalej, jest wlasnoscig geometryczng.

Stwierdzenie 3.1 Posiadanie skoriczonej prezentacyi jest wtasnosciq geometryczng.

Powiemy, ze grupa I' ma wirtualnie pewna wtasnosé¢ (W), jesli I' ma podgrupe skori-
czonego indeksu posiadajaca wlasnosé (W). Mozemy wiec méwié o grupach wirtualnie
abelowych, wirtualnie cyklicznych czy, na przyktad, wirtualnie nilpotentnych lub wirtual-
nie policyklicznych.

Stwierdzenie 3.2

(i) Wirtualna cyklicznosé jest wtasnodciq geometryczng.
(i) Wirtualna nilpoteninosé jest wlasnosciq geometryczng.

(#ii) Wirtualna abelowos$é jest wtasnodcig geometryczng.
W tym miejscu mozemy zacytowaé kolejne twierdzenie Gromova.

Twierdzenie 3.3 Skonczenie generowana grupa I' ma wzrost wielomianowy wtedy 1 tylko
wtedy, gdy jest wirtualnie nilpotentna.

LGrupa T jest policykliczna, jedli istnieje ciag podgrup
{e}=TycIhc---cT'y.1CcTy=T
takich, ze I, jest podgrupa normalng w I', 1 (tj. ciag ten jest subnormalny) i ilorazy I'y41 /I, sa grupami

cyklicznymi.
Problem czy wirtualna policyklicznos$é jest wltasnoScia geometryczng jest otwarty.

7



Zwroémy uwage na to, ze wzrost grupy jest pojeciem z geometrii metrycznej, natomiast
wirtualna abelowos¢ jest definiowana w terminach czysto algebraicznych.

Przejdzmy teraz do wlasnosci posiadania niezmienniczej $redniej (po angielsku wlasnosé
te okresla sie stowem amenability czyli ,podatnosé”). Grupa I' posiada $rednia, jesli istnieje
funkcjonal liniowy m: ¢>°(I") — C taki, ze

1. Jesli oznaczymy funkcje staly rowna 1 przez I, to m(I) = 1.
2. Dla dowolnej ograniczonej dodatniej funkeji f na I' mamy m(f) > 0.

3. Dla dowolnej f € ¢>°(I") i dowolnego = € I' mamy
m(f(z-)) =m(f).
[stnieje bardzo sprytna charakteryzacja wtasnosci posiadania sredniej.

Twierdzenie 3.4 (E. Fglner) Grupa I' posiada Sredniq wtedy i tylko wtedy, gdy dla
dowolnego € > 0 ¢ dowolnego skoriczonego podzbioru K C I istnieje skoniczony 1 niepusty
podzbior U C I taki, zZe dla kazdego x € T’

leU = Ul <e
(przez | - | oznaczamy moc zbioru, a =" oznacza réznice symetryczng).

Jesli grupa I' jest skoficzenie generowana, to mozna te wltasno$¢ przeformultowaé w
sposob ,bardziej geometryczny”. Rozwazmy graf Cayleya G(T', S) naszej grupy dla pewnego
zbioru generator6w S. Dla dowolnego A C T' (pamietamy, ze zbior ' utozsamiamy ze
zbiorem wierzchotkow grafu) przez 0A bedziemy rozumieé zbior krawedzi grafu G(I',.S)
majacych jeden koniec w A, a drugi w '\ A. Grupa I" posiada $rednia wtedy i tylko wtedy,
gdy

inf{%: 0#£ACT, |A\<oo}:0

Stwierdzenie 3.5 Posiadanie Sredniej jest wtasno$cig geometryczng.

4 Grupy hiperboliczne

Niech (X, d) bedzie geodezyjna przestrzenia metryczna. Odcinkiem geodezyjnym pomiedzy
punktami x,y € X nazwiemy obraz izometrycznego odwzorowania f:[0,d(z,y)] — X
takiego, ze f(0) = x i f(d(z,y)) = y. Mimo ze taki odcinek geodezyjny nie jest jedyny,
przyjelo sie oznaczaé go symbolem [z, y]. Trzy odcinki geodezyjne [xg, z1], [x1, 22| 1 [22, T
tworzg trdjkat geodezyjny A:

A= [3?0,1‘1] U [CL’l,{EQ] U [fL‘Q,Io].



Definicja 4.1 Niech (X, d) bedzie geodezyjng przestrzeniq metryczng. Powiemy, Ze przes-
trzenn X jest hiperboliczna, jesli istnieje stata h > 0 taka, ze dla kazdego trojkata
geodezyjnego A = [xo, x1] U [x1, x2] U [22, 9] w X mamy

d(yu [ﬂ?k, Lk+1 mod 3] U [szrl mod 35 Tk+2 m0d3]) S h
dla kazdego y € [Tg—1moas, Tk), k= 0,1, 2.

Przyktadem przestrzeni hiperbolicznej jest rozmaito$¢ riemannowska o krzywiznie
skalarnej ograniczonej z gory przez jaka$ ujemna stala, na przyktad plaszczyzna hiper-
boliczna H?.

Hiperboliczno$¢ jest niezmiennikiem quasi-izometrii. Mowi o tym nastepujace twierdze-
nie Gromova:

Twierdzenie 4.2 Niech (X,d) i (X', d') bedg quasi-izometrycznymi geodezyjnymi przes-
trzeniami metrycznymi. Wowczas przestrzen X jest hiperboliczna wtedy 1 tylko wtedy, gdy
przestrzen X' jest hiperboliczna.

Definicja 4.3 Skoriczenie generowana grupa I jest hiperboliczna, jesli graf Cayleya
G(T',9) jest przestrzeniq hiperboliczng dla pewnego skoriczonego zbioru generatordw S.

W Swietle stwierdzenia 1.3, skonczenie generowana grupa [' jest hiperboliczna, jesli
G(T',9) jest przestrzenia hiperboliczng dla kazdego skoriczonego zbioru generatowow S.

Grupy skonczone sa hiperboliczne. Na mocy punku (7) stwierdzenia 3.2 skonczenie
generowane grupy quasi-izometryczne z Z s hiperboliczne. Powyzsze przyktady nazywamy
elementranymi grupami hiperboliczymi.

Grupy wolne sa hiperboliczne, jako ze kazdy trojkat w grafie Cayleya grupy wolnej
jest zdegenerowany (6w graf jest po prostu drzewem). Z punktu (4ii) wniosku 1.5 wiemy,
ze grupy podstawowe powierzchni zamknietych genusu > 2 s hiperboliczne. Ogolniej,
grupa podstawowa zwartej rozmaitoéci riemannowskiej o ujemnej krzywiznie skalarnej?
jest hiperboliczna. Ponadto iloczyn wolny grup hiperbolicznych jest grupa hiperboliczna.

Istnieja przyklady par I'y < I' takich, ze I' jest hiperboliczna, a I'y skonczenie genero-
wana (a nawet skonczenie prezentowalna!), ale I'y nie jest hiperboliczna.

4.1 Wtlasnosci grup hiperbolicznych
Twierdzenie 4.4 Niech I' bedzie grupg hiperboliczng. Wowczas

(i) T ma skoriczong prezentacje.

2Krywizna: R(X,Y)Z = VyVxZ —VxVyZ + Vix,y)Z- Niech z1,..., 2, bedzie baza ortonormalna
przestrzeni T, M. Krzywizna skalarna w punkcie p dana jest wzorem

o
n(n —1)

K(p) = > (R(zi,2))2i, %)



ii) T ma skoriczenie wiele klas sprzezono$ci podgrup skoriczonych.
iii) T nie jest nieskonczong grupg torsyjng.

(

(

(iv) T ma skoriczony wymiar kohomologiczny nad liczbami wymiernymi, tj. H*(T, Q) =
{0} dla dostatecznie duzych k.
(
(

v) Kazda wirtualnie rozwigzalna podgrupa w T jest wirtualnie cykliczna.’

vi) Centralizatory nieskoriczonych podgrup cyklicznych w T sq wirtualnie cykliczne.

Ponadto jesli dane sq dwie skoriczenie prezentowalne grupy (wraz z prezentacjami), o
ktorych wiemy, zZe sq hiperboliczne i beztorsyjne, to mozna podaé algorytm, ktory po skon-
czonym czasie pozwala stwierdzié czy grupy te sq¢ izomorficzne.

Przyktadem zastosowania pukntu (vi) jest nastepujace rozumowanie: niech I' bedzie
grupa hiperboliczng. Przypuéémy, ze Z? jest podgrupa w I'. Wtedy jest nig takze nie-
skoticzona grupa cykliczna Z C Z? C T'. Ale centralizator Z musi zawiera¢ Z* (bo ta
grupa jest przemienna), a z dugiej strony musi by¢ wirtualnie cykliczny. To jest oczywiscie
niemozliwe, a zatem Z? nie moze by¢ podgrupg grupy hiperbolicznej.

Niech I' bedzie grupa o skonczonej prezentacji:

F:<81,...,Sn‘R1,...,Rm>.

W powyzszym zapisie s, ..., s, sa generatorami® grupy wolnej F,,, a Ry,..., R, s zre-
dukowanymi stowami w tej grupie. Grupa I' powstaje jako iloraz [, przez najmniejsza
podgrupe normalng N(R; ..., R,,) C F, zawierajaca stowa Ry,..., R,. Oznaczmy od-
wzorowanie ilorazowe przez m:F, — I'. Bedziemy utozsamiaé si,..., S, z ich obrazami w
I.

Mozemy utworzy¢ funkcje Dehna, ktéra przyporzadkowuje liczbie k € Z, najmniejsza
liczbe | € Z, taka, 7ze kazde stowo zredukowane o dtugo$ci nie przekraczajacej k w kerm C
F(S) daje sie zapisa¢ jako produkt [ elementoéw zbioru zawierajacego wszytskie sprzezenia
elementow Ry, ..., Ry, iich odwrotnosci. Oznczmy funkje Dehna przez D:Z, — Z,. Jesli
D jest funkcja Dehna dla innej skoriczonej prezentacji grupy I, to istnieja stalte ¢y, ¢ 1 c3
takie, ze dla wszystkich £ € Z, mamy

5(/{) < 1 D(cok) + csk oraz  D(k) < clﬁ(cgk) + csk.
Mozemy wiec moéwié¢ o liniowej, kwadratowej, wielomianowej, wykltadniczej,... funkcji
Dehna niezaleznie od wyboru prezentacji.
Skonczenie prezentowalna grupa I' jest hiperboliczna wtedy i tylko wtedy, gdy jej
funkcja Dehna jest liniowa oraz wtedy i tylko wtedy, gdy jej funkcja Dehna spetnia
Jim k2D(k) = 0,

czyli jest ,subkwadratowa’.

3Grupy (wirtualnie) rozwiazalne maja $rednia; punkt (v) mozna uogélnic¢ takze na podgrupy posiadajace
$rednia.

4Dla zbioréw generujacych grupy wolne robimy wyjatek od naszej reguly, ze zbiory generujace sa
symetryczne. Pomiedzy generatorami grupy wolnej nie ma zadnych relacji, w szczegdlnosci s; nie jest
elementem odwrotnym do zadnego s;.
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5 Grupy Kazhdana

Grupy Kazhdana nazywmy tez grupami o wlasnosci (T). Najkrocej wlasnosé te mozna
opisa¢ mowiac, ze grupa G ma wlasnosé¢ (T), jesli reprezentacja trywialna jest punktem
izolowanym zbioru (klas rownowaznosci) reprezentacji nieprzywiedlnych w pewnej natural-
nej topologii.> Opiszemy teraz te wlasno$é¢ w sposob bardziej standardowy.

Ustalmy lokalnie zwartg grupe G i niech 7 bedzie unitarng reprezentacja G w przestrzeni
Hilberta H. Zawsze bedziemy zaktadac¢, ze reperzentacje sa mocno ciggte i dzialajg w
o$rodkowych przestrzeniach Hilberta. Powiemy, ze m ma wektor niezmienniczy, jesli istnieje
niezerowy & € H taki, ze w(g)& = £ dla wszystkich g € G. Powiemy natomiast, ze m prawie
ma wektory niezmiennicze, jesli dla kazdego zwartego podzbioru K C G i kazdego ¢ > 0
istnieje niezerowy wektor £ € H taki, ze

Im(9)€ — &Il < ell€ll
dla wszystkich g € K.

Definicja 5.1 Niech G bedzie grupg lokalnie zwartq. Powiemy, ze G ma wtasnosé (T),
jesli dla kazdej reprezentacyi unitarnej @ grupy G mamy

T prawie ma m ma wektor
wektory niezmiennicze niezmienniczy )
Mozna nieco uproscic¢ te definicje dla grup generowanych przez zbiory zwarte:

Stwierdzenie 5.2 Niech G bedzie grupg lokalnie zwartg generowang przez podzbior zwarty
K C G. Jesli istnieje liczba € > 0 taka, ze dla dowolnej nieprzywiedine;j reprezentacji ™
grupy G dzialajgcej w przestrzeni Hilberta H, mamy

3¢ € H, ||§H =1,
sup||t(g)é = €| <e | = <7T jest reprezentacjq trywialnq),
geK

to G ma wlasnosé (T).

5Topologie te nazywamy topologiq Fella. Wprowadza sie ja na zbiorze G klas réwnowaznosci reprezen-
tacji unitarnych G. Baze otoczen (klasy) reprezentacji 7 stanowia zbiory V(m, K,e,&1,...,&,), gdzie K

jest zwartym podzbiorem G, € > 0, a £, ...,&, jest ukladem ortonormalnym w przestrzeni Hilberta H.,
w ktorej dziata reprezentacja w. Zbior V(w, K, ¢,&1,...,&,) sktada sie z tych reprezentacji o, dla ktorych
istnieje uktad ortonormalny 71, ...,n, w przestrzeni H, taki, ze

sgg\(nk\o(g)\m) — (&|m(9)|&)| <€

dla k,l =1,...,n. Zbiér NCAY' klas reprezentacji nieprzywiedlnych jest podzbiorem Gi rozwazamy na nim
topologie odziedziczona z G. Grupa G ma wtasnosé (T) wtedy i tylko wtedy, gdy jednowymiarowa reprezen-
tacja trywialna jest punktem izolowanym przestrzeni G.
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Tak wigc od razu widzimy, ze grupy zwarte (a wiec i skoriczone) sa grupami Kazhdana.®
Z drugiej strony mamy

Stwierdzenie 5.3 Niech G bedzie grupg lokalnie zwartq.” Nastepujgce warunki sq réwno-
wazne:

(i) G jest zwarta.

(i) G ma Srednig i wlasnosé (T).

DowoOD. Implikacja (i) = (i) jest trywialna. 7 drugiej strony, jesli G ma $rednia, to
reprezentacja regularna A\g prawie ma wektory niezmiennicze (to nie jest zbyt trudne).
Dalej, jesli G na whlasnosé (T), to A\g musi mie¢ wektor niezmienniczy. Nietrudno sie
przekonaé, ze musi to by¢ funkcja stata. Ale wtedy miara Haara na G musi by¢ skonczona
(bo funkcja stala nalezy do L*(G)), a co za tym idzie G jest zwarta. Q.E.D.

Innymi stowy grupy o wlasnosci (T) sa ,przeciwienstwem” grup ze $rednia, z doktad-
noécig do grup zwartych.
Grupy Kazhdana sa ,bardzo nieprzemienne”. Oto kilka prostych wlasnosci takich grup:

Twierdzenie 5.4 Niech G bedzie grupg Kazhdana. Wowczas

i) Jesli :G — H jest homomorfizmem, to podgrupa ®(G) w H jest grupq Kazhdana.

i) Kazdy iloraz G ma wtasnosé (T).

(
(
(#ii) Kazdy homomorfizm z G w grupe posiadajgceq Srednig ma relatywnie zwarty obraz.
(iv) G jest unimodularna.

(

v) Grupa abelowa G/[G, G] jest zwarta.

Wiadomo rowniez, ze kazda grupa Kazhdana jest generowana przez zwarty podzbior
(por. stwierdzenie 5.2), co w przypadku grup dyskretnych oznacza, ze sa one skoriczenie
generowane.

Przyktadami grup Kazhdana sa SL(n,R) dla n > 3 i og6lniej SL(n,K) gdzie K jest
ciatem lokalnym.® Wiasnos¢ (T) maja tez grupy symplektyczne Sp(n, K) dlan > 2. Grupa
SL(2,K) = Sp(2,K) nie ma wlasnosci (T). Mozna pokazaé, ze proste spojne grupy Liego
rzeczywistej rangi > 2 maja whasnos¢ (T).

Trudniej jest znalez¢ przyktady dyskretnych grup Kazhdana. Grupy wolne F,, nie
maja wlasnosci (T). Ponadto jesli dyskretna grupa I' ma wtasnos¢ (T), to nie mozna
jej przedstawi¢ jako iloczyn wolny z amalgamacja A xc B gdzie A, B i C' sa grupami
skoficzonymi. Oznacza to, na przykltad, ze SL(2,Z) = Z4 %z, Z¢ nie ma wiasnosci (T).
Nastepujace twierdzenie pozwala jednak znajdowaé wiele przyktadow dyskretnych grup
Kazhdana:

6Grupa dwoista do grupy zwartej (by¢ moze kwantowa) jest dyskretna!

"Wtasnosé (T) mozna zdefiniowaé¢ réwniez dla grup, ktére nie sa lokalnie zwarte. Stwierdzenie 5.3 nie
jest wowczas prawdziwe.

8Cialo lokalne jest to lokalnie zwarte (ale nie dyskretne) ciato, ktérego topologia pochodzi od ,wartosci
bezwzglednej”.

12



Twierdzenie 5.5 Niech G bedzie grupg Kazhdana i niech H bedzie domknietq podgrupg w
G takq, ze G/H ma skoriczong miare (pochodzgcezg od miary Haara na G). Woéwczas H
jest grupg Kazhdana.

Whiosek 5.6 Niech G bedzie grupg Kazhdana i niech T bedzie kratg w G. Wowczas T jest
grupq Kazhdana.

Uwaga 5.7 W najnowszej ksiazce Bekki, de la Harpe’a i Valette o wtasnosci (T) mozna
przeczytaé, ze nie jest ona wlasnoscia geometryczng.

5.1 Ciekawe zastosowanie

Badanie grup o wlasnosci (T) okazalto sie pomocne w rozwiazaniu problemu postawienego
w latach dwudziestych. Wiadomo, ze znormalizowana miara Lebesgue’a na sferach S"—*
(n > 2) jest jedyna miara niezmiennizcza dla naturalnego dzialania SO(n). Czy jest ona
jednak jedyna posrod funkeji ¢ zdefiniowanych na o-algebrze £ zbior6w mierzalnych w
sensie Lebesgue’a i majacych nastepujace wlasnosci:

1. p(B) =0 jesli B jest zbiorem miary Lebesgue’a zero.
2. o(S™1) =1.
3. ¢(B1 U By) = ¢(B;) + ¢(Bsy) dla dowolnych roztacznych By, By € L.

Funkcje takie nazywa sie czasem ,$rednimi” lub ,miarami skonczenie addytywnymi”. Sg one
w bijekeji ze stanami algebry L>°(S"') (niekoniecznie normalnymi). Pytanie o istnienie
@ innych niz miara Lebesgue’s sprowadza sie wiec do pytania o istnienie niezmienniczych
stan6w na L>°(S""!) innych niz catkowanie wzgledem znormalizowanej miary Lebesgue’a.

Dla n = 2 odpowiedzi na powyzsze pytanie udzielit Stefan Banach w 1932 roku pokazu-
jac, ze istnieja inne niezmiennicze $rednie. Na poczatku lat osiemdziesigtych dwudziestego
wieku kilku autoréw niezaleznie udowodnilo nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie 5.8 (Rosenblatt, Margulis, Sullivan) Dla n > 5 miara Lebesque’a jest
jedynq Sredniq na S"' niezmienniczq dla dziatania SO(n).

Dowdd tego twierdzenia opiera sie na dwoch faktach. Po pierwsze, dla n > 5 istnieje
przeliczalna gesta podgrupa I' w SO(n), ktora ma wtasnos¢ (T). Po drugie, jesli istnieje
srednia inna niz miara Lebesgue’a, to podgrupa ta prawie ma wektory niezmiennicze w
naturalnej reprezentacji w podprzestrzeni L?(S"!) ortogonalnej do funkcji statych.

Rezultat ten doczekat sie bardzo ciekawych uogélnienn miedzy innymi w pracy Connesa
i Weissa mozna znalez¢ twierdzenie méwiagce, ze nastepujace warunki sa rownowazne dla
przeliczalnej grupy G:

1. G ma wlasnosé¢ (7).
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2. Dla kazdego ergodycznego i zachowujacego miare dzialania G na bezatomowej
przestrzeni probabilistycznej istnieje doktadnie jedna niezmiennicza $rednia.

Stosujac wyrafinowane techniki teorii grup Kazhdana, Margulis udowodnit rowniez je-
dyno$¢ $redniej na S"~! niezmienniczej dla dzialania SO(n) dlan =3 in = 4.

6 Grupy losowe

Moéwiac ,,grupy losowe” mamay tak na prawde na mysli ,Josowe prezentacje grup”. Intere-
sowac¢ nas beda wiec prezentacje postaci

F:<Sl,...,8n‘R1,...,Rk>, (2)

gdzie sq,...,s, sa generatorami grupy wolnej F,, a Ry,..., Ry relacjami, czyli stowami
w F,, (zawsze bedziemy zaktada¢, ze relacje sa stowami zredukowanymi). Grupa I' jest z
definicji ilorazem grupy wolnej F,, przez najmniejsza podgrupe normalng N'(Ry, ..., R,) C

F, zawierajaca relacje Ry, ..., R,. Elementy sq,...,s, identyfikujemy z ich obrazami w I" i
nazywamy generatorami grupy ['. Losowa prezentacja jest to, najogo6lniej, taka prezentacja,
w ktorej dane n, k oraz stowa Ry, ..., R; sa losowe.

OczywiScie nie mozna zbyt wiele powiedzie¢ o grupie zadanej taka prezentacja bez
naktadania dodatkowych warunkéw na dane. Mozna na przyktad ustalic n lub k, albo
dtugos¢ stow Ry, ..., Ri. Taki zestaw warunkow zadaje model, ktérym sie zajmujemy.

Dla przyktadu rozwazmy nastepujacy model: ustalmy liczbe d € [0,1] i niech P(n,d)
bedzie zbiorem wszystkich prezentacji postaci (2) takich, ze istnieje stala C' > 1 taka, ze

(2n —1)3

g <k< C(2n —1)%

(gdzie k jest liczba relacji) i wszystkie relacje maja dtugosé 3. Jesli bedziemy teraz powie-
kszac liczbe generatorow n, to w zaleznosci od wyboru d mozemy otrzymaé grupy dwoch
rodzajow. Jesli d > %, to

i PP € Pn,d) : P definiuje grupe trywialng} _

n—oo tP(n,d) L

Jesli d < %, to

’ §{P € P(n,d) : P definiuje nieskoriczong grupe hiperboliczna} ]
oo :P(n,d) -

Innymi stowy, gdy zwiekszamy liczbe generatorow i d < %, to z prawdopodobiefistwem 1
otrzymamay nieskoniczona grupe hiperboliczng. Jesli d > %, to z prawdopodobienistwem 1
otrzymamay grupe trywialna.
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Na koniec oméwimy model, w ktérym ustalamy liczbe generatoréw n. Podobnie jak
wezesniej ustalamy takze parametr d € [0, 1]. Oznaczamy przez P(n,d, 1) zbior wszystkich
prezentacji takich, ze istnieje stata C' > 1 taka, ze liczba relacji £ spelnia

(2n —1)4
C

a dtugosé wszystkich stow Ry, ..., Ry jest réowna [. Tym razem zamiast zwickszaé liczbe
generatorOw naszej grupy losowej, bedziemy zwicksza¢ dtugosé relacji.

<k<C@2n-1)%

Twierdzenie 6.1 (Gromov) Jedli d > %, to

I t{P € P(n,d,l): P definiuje grupe trywialng lub Z,}
im =

1.
l—o0 ij(n, d, l)

Jesli d < %, to

. P € P(n,d,l): P definiuje nieskoriczong grupe hiperboliczng
1
im =

1.
o0 P(n,d,l)

Powyzsze twierdzenie zostalo niedawno uzupelnione w nastepujacy sposob:
Twierdzenie 6.2 (Andrzej Zuk) Jesli d > 3, to

. #{P € P(n,dl): P definiuje grupe Kazhdana}
lim =1
00 tP(n,d,l)

Powyzsze twierdzenia mozna traktowa¢ jako argument za tym, ze grup hiperbolicznych
i Kazhdana jest pod dostatkiem. W szczegolnosci dla % <d< %, z prawdopodobieristwem
1 otrzymamy nieskonczona grupe hiperboliczna o whasnosci (T).
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